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Capítulo 3

Modelo matemático do sistema acústico.

3.1 Equação de Helmholtz.


O cálculo do campo acústico (pressão em função das coordenadas espaciais e temporal) em um local pode ser feito através da equação de Helmholtz, deduzida em Butkov (1978) e resultando em:


[image: image42.wmf]                                                      (3.1)

Esta equação descreve a propagação de uma onda na ausência de fontes e sorvedouros, onde p é a pressão do campo acústico e c é a velocidade do som no ar.


Na fig. 3.1 está apresentada a evolução temporal da solução numérica para a equação de onda, sem fontes ou sorvedouros, sujeita às condições iniciais.
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Fig. 3.1 Solução da equação de Helmholtz para condições iniciais dadas em unidades arbitrárias.

3.2 Modelamento matemático do duto retangular.

Seja z a coordenada ao longo do duto infinito e x e y as coordenadas no plano da secção. A pressão acústica p mede a mudança na pressão atmosférica em um ponto em função do tempo. Seja (0 a densidade de massa ambiente e c0 a velocidade do som, t para o tempo, ( para a freqüência em radianos/s e k o número de onda (k=(/c0=2 (/().


Uma fonte acústica harmônica de freqüência ( e de amplitude Q0 pode ser colocada em um ponto x’, y’e z’.


A pressão acústica deve satisfazer apropriadamente as condições de contorno quando z ((( e nas paredes do duto. A velocidade da partícula vi pode ser obtida da pressão acústica aplicando a conservação de momento linear e para um duto com paredes rígidas a componente normal da velocidade deve ser nula.

No caso do duto com uma fonte de ruídos no extremo, pode-se escrever a equação de ondas, conservação de momento linear, velocidade e as condições de contorno da seguinte forma (Doak 1973):
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                    (3.2)
onde ((x - x’) ((y-y’) ((z-z’) representa um ponto na superfície do alto-falante.


Uma solução particular da homogênea (Q0 =0) pode ser obtida pelo método de separação de variáveis:    
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onde
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com ( normal a parede rígida do duto.


O termo exp{ i(t  ( i(z/ c } representa ondas planas se deslocando nos dois sentidos do duto. As ondas transversais aparecem em ( m n (x,y). 

Conhecida a equação de propagação de ondas, pode-se mostrar que o campo acústico lido em um instante em um determinado local tem relação com a leitura a montante em um instante anterior:
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e analogamente para o outro sentido:
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de onde se conclui que um sinal se propagando não sofre alteração e em qualquer ponto posterior pode ser previsto a partir de uma leitura em um local anterior (não dispersividade).

3.3 Modelo Matemático do duto cilíndrico.


Em coordenadas cilíndricas na ausência de fontes de ruído, a equação de ondas e as condições de contorno são escritas da seguinte forma:
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onde p m é a amplitude, J m é a função de Bessel m de primeiro tipo, k z é o número de onda longitudinal, k r é o número de onda transversal e k é o número de onda global definido como k= k z 2 + k r 2 = (/c.


Há infinitos valores que satisfazem a condição de contorno, pois a função de Bessel de ordem m possui infinitos pontos onde sua derivada é nula. Introduzindo n para identificar cada um destes pontos, pode-se discretizar os valores de k r  para cada possibilidade e denominar de k mn, isto é, na funções de Bessel de ordem zero, o primeiro ponto de derivada nula seria k mn= k 00 e assim por diante. Pode-se escrever a equação 3.8 da seguinte forma:


[image: image10.wmf][

]

å

å

j

+

-

w

=

j

m

n

z

mn

m

mn

)

m

z

k

t

(

j

exp

)

r

k

(

J

p

)

t

,

z

,

,

r

(

p

                       (3.9)

Para determinar a condição de propagação de ondas planas, deve-se buscar o caso onde o campo acústico é uma função de z e t apenas. [image: image1.wmf]p
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Esta solução é a onda plana se propagando pelo duto. Este é o único caso em que a pressão não depende do raio. A função de Bessel de ordem m>0 não afeta este resultado pois Jm é nula na origem.

3.4 Ondas transversais.


As ondas transversais começam a aparecer acima da freqüência de corte, dada por Germes (1983) :
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em Hertz para o duto retangular, e
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em Hertz para dutos cilíndricos. Nestas expressões c é a velocidade de propagação do som em m/s e L é a dimensão transversal característica em metros. Acima destes valores, dentro do duto, deixa de haver apenas ondas planas, começando a haver ondas transversais. Por exemplo para o duto retangular com L=0.25 m e c=340 m/s tem-se Fc = 680 Hz.

3.5 Ondas estacionárias.


O resultado da interação entre as ondas que se propagam na mesma direção, porém em sentidos opostos, são ondas estacionárias cujas frentes de ondas passam por pontos em equilíbrio. As condições de contorno estabelecem que quando a extremidade está  aberta há um ventre e quando fechada um nó. A partir daí é possível construir as funções de forma dos infinitos modos de vibração, acrescentando mais um nó entre dois nós existentes.


Na extremidade onde está instalado o alto-falante de ruído, convenciona-se colocar um nó.


Para o caso da outra extremidade estar fechada, as freqüências de ressonância  em Hz correspondentes são dadas pela expressão:
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e para o caso de duto aberto:
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onde n é o modo e vale 0,1, 2, ....


Utilizando um microfone posicionado ao longo do duto retangular, foi possível medir a amplitude da onda estacionária (figuras 3.2 e 3.3)


Uma varredura em freqüência de 100 a 500 Hz foi realizada medindo a função de transferência em vários pontos ao longo do duto retangular. Os espectros foram divididos, canal por canal, pelo primeiro espectro obtido, para ressaltar o efeito das ondas estacionárias e seu formato.
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Fig. 3.2 Ondas estacionárias para duto retangular aberto
Fig. 3.3 Ondas estacionárias para duto retangular fechado


Os gráficos apresentam o efeito de modulação do sinal pelas ondas estacionárias de cada modo ao longo do duto.   

3.6 Interferência entre ondas progressivas.


Para ondas com fontes distantes entre si, as frentes de onda de um tom puro se deslocam pelo meio, segundo:
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onde Y é a pressão sonora, k é o numero de onda (/c ou 2(/( na posição x e no instante t.


Dependendo da distância entre as fontes e o ponto de interferência, ondas de mesma freqüência incidirão com diferentes valores de fase, podendo entre outras situações ocorrer:
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-interferência construtiva, quando a defasagem for zero ou múltiplo de 2( e as amplitudes são somadas.
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-interferência destrutiva, quando a defasagem é múltipla ímpar de (, e as amplitudes são subtraídas.
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3.7 Batimento.


O resultado da interferência entre dois sinais de tom puro com freqüências próximas (1 e (2 é um sinal com uma freqüência igual à média das duas freqüências que se combinam, com uma amplitude que varia no tempo.
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O resultado no espectro de freqüências é visto como um alargamento da banda do sinal. Com isto, a determinação da freqüência fica comprometida utilizando técnicas de FFT.

3.8 Impedância acústica.


É uma analogia com sistemas mecânicos e elétricos para obter uma relação complexa entre variáveis do fenômeno físico. O movimento do fluido é equivalente à corrente elétrica (i). O equivalente da pressão (p) é a voltagem (U). A resistência (R) do circuito é equivalente à impedância acústica do sistema (Z).


Define-se impedância acústica complexa Z de um fluido agindo na superfície S como o quociente da pressão acústica na superfície dividido pela velocidade volumétrica:
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Ela é importante na discussão da radiação acústica de superfícies vibrantes e a transmissão desta radiação através dos elementos acústicos, pois expressa a relação entre a velocidade volumétrica e a pressão.


Em outras palavras, pode-se dizer que a impedância acústica fornece uma medida da parcela do movimento da superfície que gerará pressão sobre o volume fluido (transferência de energia) e a parcela que será meramente energia cinética conservativa.


Beranek (1954), modelou a velocidade de deslocamento uc de um alto-falante sujeito a uma excitação harmônica como sendo:
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onde a e b são parâmetros dependentes da freqüência de excitação e das características mecânicas e acústicas do alto-falante utilizado. Esta função possui um termo transiente (o segundo) que é amortecido pela função exponencial e outro estacionário que são difíceis de serem medidos off-line para posterior utilização. 

3.9 Solução do sistema do duto usando análise modal.


A análise modal procura expandir a solução espacial pela sobreposição dos modos de vibração do sistema.


Assim, para o duto, os diferentes modos associados às ondas estacionárias sobrepostas (eq. 3.10 e 3.11) constituem a função de transferência entre a aplicação da excitação (alto-falante) e a medição (microfone).


Pode-se descrever o sistema como forçado por uma excitação harmônica, governado pela equação:
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Isolando a solução:
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onde ( é o fator de forma do modo e ( a mobilidade.


A mobilidade pode ser escrita como:
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Em nosso caso, a região de interesse é uma faixa do espectro. Pode-se refinar esta equação extraindo-se resíduos, devido às freqüências maiores (m1 ) e menores(m2 ):
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onde K e M são os resíduos de massa e de rigidez.


No domínio do tempo, pode-se escrever:
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onde o primeiro termo representa um ganho, o segundo um amortecimento e o terceiro o fator de forma.

3.10 Balanço de energia do sistema de atuação. 


No controle ativo é injetada uma onda no duto a qual está associada energia sonora. O ruído por sua vez injeta no sistema certa quantidade de energia que será somada à energia do sinal.


No caso dos sinais se cancelarem, Shepherd (1986), analisa o balanço energético do controle ativo e o destino da energia  utilizando a montagem de Swinbanks (1973). A potência elétrica média em um ciclo dissipada pelo alto-falante de atuação pode ser decomposto nas seguintes parcelas:
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onde V é a amplitude da velocidade do cone, Z é a impedância mecânica total, R é a resistencia elétrica, B é a densidade de fluxo magnético e L é o comprimento da espira da bobina do alto-falante.

O primeiro termo representa as perdas elétricas e o segundo termo as perdas mecânicas que incluem a energia acústica irradiada do alto-falante ou absorvida por ele.


A energia sonora que fluía nas ondas dentro do duto, ao passar pelo alto-falante secundário é absorvida, diminuindo a amplitude do ruído e reduzindo o consumo elétrico do alto-falante.

3.11 Função de transferência para um duto acústico de comprimento finito.


A função de transferência de um duto finito pode ser obtida através da superposição dos diversos caminhos mostrados na tabela 3.1, obtidas pela transformada de Laplace de 3.5 e 3.6, associadas às condições de contorno impostas pelas extremidades do duto. Convencionou-se chamar de P a leitura do microfone, R a amplitude do ruído gerado pelo alto-falante principal e Y do sinal gerado pelo alto-falante secundário, L é o comprimento do duto e c a velocidade do som no ar. 

Tabela 3.1 Modelagem por superposição de caminhos.

Caminho seguido
Contribuição no campo acústico

Ciclo completo no duto
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AFP microfone
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AFP reflexão microfone
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AFS microfone
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AFS reflexão direita microfone
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AFS reflexão esquerda microfone
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AFS reflexão direita esquerda microfone
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Pressão no microfone
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Hu (1995,1996) particularizou a função de transferência a partir da solução da equação de Helmholtz para um duto finito com as condições de contorno modeladas através de impedâncias, aplicando funções de Green (Yang (1992)), onde a é a posição da fonte e z do microfone:
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onde 
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e as impedâncias normalizadas Z 0 (extremo do duto com a fonte de ruído) e Z 1 são funções complexas que para extremos reflexivos valem 0 e totalmente absorcivos valem 1.


A expressão (3.27) é limitada a freqüências sonoras inferiores à freqüência de corte (3.10) e (3.11) e considera apenas o duto na ausência dos alto-falantes.

� EMBED Equation.3  ���
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